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Forord

I denne version 10, Matematik C interaktivt for hf er leererplanen fra 2017 indarbejdet.
Der er 2 dele, dels dette haefte med del 1, som har gron forside, og dels del 2, som har
bla forside.

Den foregaende version 9.3 kan tilgas via dette link: https://mahf.dk/dell/start9.3.pdf

Dette hafte er beregnet til at blive brugt pa en pc koblet pa Internettet. Herved bliver det
muligt at benytte diverse links til selvrettende E-opgaver og interaktive opgaver samt til
videoer.

Alligevel kan det vaere praktisk at printe haeftet. Hvis din printer kan printe i
brochureformat, vil det vaere bedst. | sa fald b@r benyttes en haeftemaskine, der kan hafte
pa midten.

Videoerne bgr ses i brudstykker pa kun nogle fa minutter af gangen.

Besvarelserne af de selvrettende E-opgaverne kan automatisk sendes via Internettet til
leereren.

Uanset, hvor man er i haeftet, kan man komme til indholdsfortegnelsen ved at taste
Ctrl+Home, PageDown, PageDown, PageDown.

Spgning pa bestemte ord (svarende til stikordsregister) foretages ved at taste Ctrl+f
Denne undervisningspakke er under stadig udvikling.

Forslag og eventuelle rettelser til denne pakke modtages med tak ved et klik Her.
Dette heefte, del 1, er pa 60 sider. Del 2 er pa 60 sider, i alt 120 sider.

E-opgaver, interaktive opgaver og videoer skgnnes at svare til ca 120 sider.

Det samlede sidetal bliver saledes svarende til 240 sider.

/Peter L Sgrensen
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Lektion 1: Bregk

Udfgr fglgende 4 punkter

1) lzes:
Motivation til brgk-regning og til ligninger

Opgave:

En taxa koster 25 kr i startgebyr og 12 kr pr km.
En kgretur kom til at koste 115 kr

Hvor mange km blev kgrt

Besvarelse:
(M3ske forstar du ikke fglgende besvarelse, men bliver sa til gengeeld motiveret til at laere
om brgker og om ligninger, som vi senere skal i gang med.)

Lad x betegne antal km.
Der gelder
12x+25 = 115
12x = 115 -25

12x = 90
X = 90/ 12
x = 15 />
X = 71/2

DVS: Der blev kgrt 7,50 km

2) Se video. Link: Brgkregning

3) L@s interaktivt. Link: Opgaver i brgkregning  se regler

Hvis det kniber med de 4 regningsarter s klik her:  Laer at regne, ogsa med negative tal

4) L@s E-opgaver. Link: E-opgaver 01 Broek

Du afleverer elektronisk, nar du klikker i ”Send til aflevering” .
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Lektion 2: Ligninger

Udfer felgende 4 punkter

1) Lees

Du star i regnskoven, og en oversvgmmelse er pa vej. Det er begyndt at regne vedvarende.
Lige nu er der 9 cm vand, og vandstanden stiger 2/3 cm hvert minut.

Du gar nu i gang med at bygge en téemmerflade; men du har travit. Nar vandstanden
kommer op pa 75 cm er det umuligt at arbejde, sa du skal vaere feerdig inden.

Du har nu x minutter til at bygge temmerfladen.
Vi vil finde den ubekendte stgrrelse X.

Der ma gelde:

9+2/3.x=75 Det kalder vi en ligning.

At Igse en ligning vil sige, at finde det eller de tal, der indsat i stedet for den ubekendte far
lighedstegnet til at passe.

Vi laver nogle omskrivninger af ligningen til nogle mere enkle ligninger, der har samme
l@sning. Det kaldes lovlige omskrivninger.

Ferst laver vi en omskrivning, sa vi undgar brgk.

Det g@r vi ved at ggre bade venstresiden og hgjresiden 3 gange sa stor.

Bemaerk 2x er det samme som 2-x

27 +2x =22
742 3 og bemaerk, alle led er ganget med 3.

Naeste trin er at isolere 2x. Det g@r vi ved at fjerne 27 pa begge sider af lighedstegnet.

Man kan ogsa sige, vi flytter 27 over pa den

2x=225-27 anden side af lighedstegnet og skifter fortegn.

Vi kan nu udregne hgjresiden

2x =198

Ved at dividere med 2 pa begge sider af lighedstegnet er x isoleret og ligningen Igst.

xX=99

Konklusion: Du har 99 minutter til at bygge temmerfladen.

Nar man Igser en ligning ved lovlige omskrivninger, kan man sztte denne dobbeltpil <
mellem ligningerne. Dobbeltpil mellem 2 lignigner betyder, de har samme Igsning, fx:

9+2/3-x=75 P27 +2x=225 & 2x=225-27 2x=98 & x =99
Ofte undlader man dobbeltpil og gar blot pa ny linje ved hver omskrivning.
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Her bringes en oversigt over lovlige omskrivninger ved lgsning af ligninger.

Lovlige omskrivninger ved lgsning af ligninger

Regler: Eksempler pa
anvendelse af reglerne:

Man kar-1 flytte.et led over pa den- 27+ 2x = 225
anden side af lighedstegnene, hvis

man samtidig andrer fortegn. = 2x=225-27
Almindelige udregninger 2x=225-27
< 2x =198
9+2/3-x=75

Man ma dividere eller gange med & 27+ 2x =225

samme tal pa begge sider, dog ikke
med nul. 2x =198

o x =99

Godt rad
Flyt x til den side, hvor der er flest og hold tallene pa den anden side.
Bemaerk -2 er stgrre end -5 .

Eks. 7-5x=-2x+1 <& 7-1=-2x+5x <& 6=3x <& 2=x

Pas pa
Nar man ganger eller dividerer pa begge sider, skal det ggres ved samtlige led.
Led adskilles fra hinanden af plus eller minus. | udtrykket 5:3+7 er 2 led: 5:3 og 7.

Fx Vx+1 =4 <& x+2 =28 & x=8-2 & x=6

Eksempler
Eks 1 Eks 2 Eks 3 Eks 4
5 =2x+3 2/3x+5 = x—?/s 2x+3 = 2x 1+2x+2 = 2x+3
5-3=2x 2x +15 = 3x - ¢/s 2x—2x = -3 IX—2x = 3-1-2
2 = 2x 10x +75 = 15x— 6 0 =-3 0=0
1=x 75 +6 = 15x—10x . Det er altid sandt
Det er aldrig
uanset x og alle tal
81 = 5x sandt og \gsni
ligningen har erlgsning
16,2 = x ingen lgsning
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2) Se Video. Link: Ligninger

3) Gor gvelse med 4 ligninger:

1.
2.
3.

4.

Facits:
1.

2.
3.
4.

3) L@s ligninger interaktivt. Link:

4) Lgs E-opgaver. Link:

2X+3=x+5

3x—7=5x-11

%b+3=6-b Bemaerk: Den ubekendte behgver ikke at vaere X.

1/3x - 11 = 2x -77

X=2
X=2
b=2
x=39,6

Link: Indholdsfortegnelse
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LEktion 3: Eksponent og rod

Udfegr fglgende 4 punkter

1) Se VideO. Link: Eksponenter

2) Lees:

Eksponent

5-5-5 skrives forkortet 5° og udtales: “Fem i tredje” eller ”Fem i tredje potens”.
3-tallet foroven kaldes eksponenten.

53 kan ogsa skrives 573.

Vi arbejder ogsd med eksponenter, der ikke er hele positive tal, fx 5%°

Vi vil dog ikke her komme ind pa hvordan disse eksponenter defineres.

Der arbejdes ogsa med negative eksponenter. Betydningen fremgar af fglgende eksempel:

Regler for regning med eksponenter
Disse regler vil ligeledes blive illustreret med eksempler:

53.54 = 53+ idet 555 - 5.5.5.5 = 53

5 _ 573 i 5555555 _ gy

53 - | et 555 =

(5:-7)3 = 53. 73 idet 57-57-57 = 555 . 7.7.7

(53)* = 534 = 512 jdet (5°)* = 5.5.5 - 5.5.5 - 5.5.5 - 5.5.5

51 = 5
50 = 1
8% /83 8\> 8-8-8 88 8
5= 9 (5 =55 355

Se regler for eksponenter
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Rod

Hvis man gnsker at arbejde med et tal, som ganget med sig selv 3 gange giver 125, kan det
skrives:

3125

Der gelder

3125 =5, fordi5? =125

3V125
125
udtales: "Den 3. rod af 125” og ikke: "Den-3-kvadratrod-af 125"

Bemaerk 3 125 1253 = 125M(1/3)

Denne omskrivning er praktisk pa lommeregner og ngdvendig i regneark.
Bemaerk endvidere: V9 = 249 = 9% = 9M1/5) = 3

N9 udtales: “Kvadratroden af 9” eller: “Den anden rod af 9”

Se ogsa formelsamlingen side 54 i DEL 2 (blat heefte).

Bemaerk: Nogle gange benyttes en szerlig skrivemade, iseer pa lommeregnere.

Fx: 5e3=5-10° og 5e-3= 5-1073

3) L¢S denne gvelse: Link: Eksponenter

4) L¢S E—opgaver: Link: E-opgaver 03 eksponent og rod.htm

© PeterSoerensen.dk: Matematik C interaktivt for hf version 10 side 10 /60


http://www.petersoerensen.dk/
https://mahf.dk/matematik/Eksponenter.htm
https://matheditor.com/ee/E-opgaver_03_eksponent_og_rod.htm

Le ktlon 4: Overslagsregning, regnearternes hierarki og parentes mm.
Udfer felgende 5 punkter

1) lzes:

Overslagsregning

Hvis man gar rundt i et supermarked med 100 kr. pa lommen, sa skal man passe pa at der
ikke kommer mere i indkgbskurven end der er rad til. Nar man ikke behgver et helt
ngjagtigt resultat, kan man benytte overslagsregning. Her kan det vaere en stor hjzlp at
benytte overslagsregning. Man afrunder priserne, sa de er lettere at regne med.
Seedvanligvis foregar afrunding ved 5-reglen. Dvs: et ciffer rundes op, hvis naeste ciffer er 5
eller mere; men ved overslagsregning er det anderledes.

Ved sum bgr man skiftes til at runde op og runde ned, fgrste gang afrundes efter 5-reglen.

Eks: 27,75+ 26,77 + 37,81 + 26,66
=ca. 30 + 20 + 40 + 20 = 110. Det preecise resultat er 118,99

Ved minus mellem to tal afrundes samme vej. Eks: 312 - 276 = ca. 310-270 = 40.
Ved gangestykker bgr tallene afrundes hver sin ve;. Eks:7,1-7,4 =ca. 7-8=56
Ved brgk afrundes teeller samme vej som naevner. Eks: "12/ge¢ = ca. 2/9 = 8

Regnearternes hierarki

Lad os beregne 5+2-3. Resultatet er 11. Bemaerk at vi fgrst udregner 2-3. Vi siger gange gar
forud for plus og taler om regnearternes hierarki.

Den hierarkiske orden er som fglger:

1. Potensoplgftning og rod
2. Gange og division
3. Plus og minus

5

6
Eksempel: 5—@—5—5—5—2—3

De stgrrelser i et regneudtryk, som adskilles af plus eller minus kaldes led.

De stg@rrelser i et regneudtryk, som adskilles af gange kaldes faktorer.

Parenteser

Ved hjeelp af parenteser kan regnearternes hierarki brydes, idet parenteser skal udregnes
forst.
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Fx: (3+5)-10=8-10=80
Hvis der er parentes inden i en parentes, skal den inderste udregnes fgr den yderste.

Fx: (4% +5)-10 = (43+5)-10 = (64 +5)-10 = 69-10 = 690

Opgave:

Jensen har et hus, som er 7 meter bredt og 8 meter langt .

Han vil gerne forlaenge huset sa meget som muligt; men kommunen vil kun tillade et hus
pa hgjst 100 m2.

Hvor mange meter kan Jensen forleenge sit hus, nar bredden fortsat skal veere 7 meter?

Denne opgave kan Igses ved at opstille en ligning; men vi far ogsa brug for parentes.

Besvarelse af opgaven:

Forlaengelsen i meter betegnes x

Husets nye leengde i meter bliver 8 + x

Malt i m? er det nye areal: 100 ; 7m
men arealet er ogsa 7 - (8 + x)

Her har vi sat parentes uden om 8 + x.
Det betyder, vi i princippet skal udregne 8 + x inden vi g8m Xm
ganger med 7, hvilket er umuligt, da vi ikke kender x

Imidlertid kan vi bruge en regel, som siger, at 7- (8 + x)

78 + 7-x
ka + kb

Denne regel kan udtrykkes med en formel: k- (a+b)

hvor k svarer til 7, a svarer til 8 og b svarer til x.

Vi kan derfor opstille fglgende ligning:

7-(8 +x) = 100 =
7-8 + 7-x =100 Aad
56 + 7x = 100 A
7x = 100- 56 N
7x = 44 @
X = 6%/7

Dvs. Jensen kan forlaenge sit hus 6%/7 m

Den regel vi brugte, kan udtrykkes ved:

Man ganger med en parentes ved at gange med hvert led i parentesen.

Vi vil ikke bevise formlen; men formentlig kender du den udmaerket og bruger den tit
uden egentlig at vide det, fx hvis du i hovedet skal udregne 7 - 12.

Idet 12 = 10+2, vil du formentlig sige: 7-10+7-2=70+ 14 = 84.
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Regnestykket kan skrives
7:-12=7-(10+2) =7:-10+7-2 = 70+ 14 = 84
Hvilket er i overensstemmelse med formlen.

Ved parentes gange parentes benyttes fplgende regel, som vi heller ikke vil bevise:
Hvert led i den ene parentes ganges med hvert led i den anden.

Fx: (x+3) (x+4) = x> +4x +3x+12 = x*+7x +12

og (a+b)? = (a+b)(a+b)=a’*+ab+ba+b = a’+ab+ab+b = a?+b*+2ab
hvor a og b er tal.

Se regler for parenteser

Fortegn ved multiplikation af 2 faktorer

Hvis faktorerne har forskelligt fortegn er resultatet negativt.
Eksempel: 3:(-5) =-15

Hvis faktorerne har samme fortegn er resultatet positivt.
Eksempel: (-3):(-5) =15

Se et eksempler fra dagligdagen pa minus gange minus

Fortegn ved division

Hvis taeller og naevner har forskelligt fortegn er resultatet negativt. Fx: 2%/ =-4

Hvis taeller og naevner har samme fortegn er resultatet positivt. Fx: 205 = 4

Absolut veerdi (numerisk veaerdi)

Hvis et tal er negativt, er absolutvaerdien (ogsa kaldet den numeriske veerdi) af tallet lig
tallet selv, men med positivt fortegn.

Der benyttes 2 lodrette streger for absolutvaerdi

Absolutvaerdien af et tal a skrives saledes: |a| og er lig tallet selv med positivt fortegn.
Fx |-5| =5 og |5] =5. Ofte benyttes betegnelsen: "Den numeriske vaerdi”.

2) Se video. Link: parentes og  regler
3) |_¢S interaktivt. Link: Opgaver med parentes

4) Gogr gvelse med fglgende opgaver:

Facits:
1. 8(%:x—5)=x-60 X = -6%/3
2. 2(x+(2:342)) = %(5x — 17) x= 49

5) L¢S E—opgaver Link:  E-opgaver 04 parentes m.m.
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Le ktion 53 . Procent og rente

Udfer felgende 4 punkter

1) Lees:

Procent spiller en stadig stgrre rolle i samfundsdebatten. Flere og flere henviser til
procenter nar de udtaler sig om dette eller hint.

Procent betyder pr 100.
Fx 2% betyder 2 pr 100 eller 2/100 = 0,02

Man laegger 2 % til et tal ved at gange med 1,02 eller (1+2%)
Fx leegger man 2% til 300 ved at sige 300-1,02 = 306

Man kan ogsa regne sig frem til 306 ved at sige 300 + 2% af 300 = 300 + 6 = 306; men det
er mere besveerligt, iseer ved rentes rente, som vi skal se pa om lidt. .

Man traekker 10% fra ved at gange med (0,90 ) eller (1-10%).
Man kan sige der her er tale om at laegge -10% til.

Generelt geelder:

Man leegger p% til ved at gange med (1+p%) eller med (1+r), hvorr=p%

(1+r) kaldes fremskrivningsfaktoren og
r kaldes rentefoden, hvis det handler om renter, ellers vaekstraten.
Hvis vi far 2% i rente pr termin, siger vi, at rentefoden er 2% eller 0,02

Renteformlen

Hvis et belgb forrentes gennem flere terminer, vil man ogsa fa rente af renterne. Det
kaldes Rentes rente.

Lad os betragte 300 kr som forrentes med 2% pr ar i flere ar:

Efter O ar er belgbet 300 kr

Efter 1 ar er belgbet 300-1,02 kr

Efter 2 ar er belgbet 300-1,02-1,02 kr = 300-1,022
Efter 3 ar er belgbet 300-1,02%-1,02 kr = 300-1,023
Efter 4 ar er belgbet 300-1,02%

Efter n ar er belgbet 300-1,02"

De 300 kr kaldes begyndelseskapitalen og betegnes K,
Belgbet efter n rentetilskrivninger kaldes slutkapitalen og betegnes K, eller blot K.

Generelt glder renteformlen: K =Ko (1+r)" Fx: K4 = 300-1,02*

Den vil vi ikke bevise. Vi ngjes med ovenstaende anskueligggrelse.

Bemaerk: Ko=Ko-(1+r)° , idet (1+r)°=1 og Ki=Ko-(1+r)} = Ko-(1+r)
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Fremskrivningsfaktor

Nar man ganger et tal med 1,02, siger vi, at tallet er blevet fremskrevet med 2% og 1,02
kaldes fremskrivningsfaktoren.

Generelt kan man sige, at hvis man har to tal forskellige fra nul, sa kan man komme fra det
ene tal til det andet ved at gange med en passende faktor.
En sadan faktor kaldes fremskrivningsfaktor.

Lad os betragte to tal 300 og 306.
Der geelder 306 = 300 - 1,02.
Her er 1,02 fremskrivningsfaktoren.

Man siger, 300 er blevet fremskrevet til 306 med fremskrivningsfaktoren 1,02.
Man kan ogsa sige, at 300 er blevet fremskrevet til 306 med 2%

Nar man kender de to tal 306 og 300 kan fremskrivningsfaktoren beregnes saledes:
306/300 = 1,02, og derefter kan man konkludere, at 2endringen er 2%.

Ved rentesregning kaldes (1+r) for fremskrivningsfaktoren svarende til én
rentetilskrivning, dvs. svarende til én termin.

Ofte siges blot fremskrivningsfaktor, og sa er det underforstaet, at det svarer til én
rentetilskrivning.

(1+r)" er fremskrivningsfaktoren for n terminer.

Eksempel:
Vaekstraten er 20%, s fremskrivningsfaktoren for 3 terminer er: 1,20° = 1,728. Den

procentvise eendring for samtlige 3 terminer bliver 72,8%

2) Se video. Link: Procent og rente

3) L¢S ¢ve-opgaver. Link: Procent af tal

Tal +/- procent

Beregn slutkapital

4) |.¢S E-opgaver. Link: E-opgaver 05 pct-rente
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Le ktiO n 5 b . Annuitets-opsparing og -geeld

Udfer felgende 2 punkter

1) Lees:

Annuitetsopsparing

Her Jensen sparer sammen til udbetaling pa et hus. En gang om aret satter han 40 000 kr
i banken til 0,5 % pr ar. Det ggr han 10 gange.

Det kaldes en Annuitets-opsparing. Alle indbetalinger er lige store og indseettes pa
terminsdagen. Den procentvise rente er den samme hver termin.

Hvad er vaerdien af annuitetsopsparingen med renter og renters rente lige efter sidste
indbetaling?

Det kan udregnes ved hjzlp af regneark.

Lige for 2. indbetaling er vaerdien af opsparingen 40000-1,005

Lige efter 2. indbetaling er veerdien af opsparingen 40000-1,005 + 40000 = 80020

Dette kan indtastes i regneark saledes:
A B

1  Antal indbetalinger verdi efter indbetaling
2 1 | 40000

3 2 | =B2*1,005+40000 |
a 3

5 4

: 5

7 G

8 7

9 8

10 9

11 10

Ved herefter at taste "Enter” udregnes celle B3 til 80200, som er veerdien af opsparingen
lige efter 2. indbetaling.

Lige for 3. indbetaling er vaerdien af opsparingen 80020-1,005

Lige efter 3. indbetaling er veerdien af opsparingen 80020-1,005 + 40000

Derfor skal der i celle B4 sta: ”"=B3*1,05+40000 ” og tilsvarende i cellerne under.

Det opnas ved at markere cellerne B3 = B11 og taste Ctrl+d (d som i down).

Herefter ser regnearket sadan ud:
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A B

1 Antal indbetalinger Vvaerdi efter indbetaling
2 1 40000

3 2 80200

4 3 120601

5 -4 161204,005
6 5 202010,025
7 6 243020,0752
8 7 284235,1755
9 8 325656,3514
10 9 367284,6332
11 10 409121,0563

Og vi kan se at vaerdien af opsparingen lige efter 10. indbetaling er 409121,06 kr
Prov selv at eksperimentere med regneark.
Der findes imidlertid ogsa en formel:

1+r"-1
A=b-
r
Hvor A er er veerdien af annuitetsopsparingen lige efter sidste indbetaling
b er belgbet, der betales hver termin.
r er rentefoden

Ved at indseette i formlen fas

A = 40000 1005 -1 _ 409121,06
N 0,005 ’

Dvs. veerdien af annuitetsopsparingen lige efter sidste indbetaling er 409121,06 kr

Dette kan ogsa beregnes helt automatisk i RegneRobot.dk ved i |Guide & CAS
veelge [Rente og % .

Annuitetsgeeld
Hvis man ikke har talmodighed til at spare op, sa kan man lane.

at

Det er meget almindeligt at Iane til en fast rentefod og betale en fast ydelse hver termin.

Her taler vi om en annuitetsgeeld.
Der er fglgende to formler:

Geaeldsformlen: (Kaldes ogsa Grynformlen) | Ved atisolere y fas:

1-1+r)™ B T
= - Y= T A ot

G er glden,

Y er den faste ydelse
r er rentefoden

n er antal ydelser
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Ved at indsaette y= 40000, r =1,5% og n=10i Gaeldsformlen fas

G = 40000 - - L0157 _ 368887,38
B 0,015 N ’

Hvis Jensen vil stifte en gaeld pa 409121,06 kr., sa bliver den faste ydelse i kroner:

)

y = 409121,06 - T

=44362,71

Ogsa disse to beregninger kan ggres automatisk i RegneRobot.dk

2) Las ¢ve-opgaver Annuitets-opsparing og  Annuitets-geeld
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Lektion 6: Lommeregner & CAS-varktgj
Udfgr fglgende 2 punkter

1) Lees:

Fysiske lommeregnere bruges mindre og mindre. | stedet anvendes hjemmesider med
online lommeregner, fx: calculator.dk eller sakaldt CAS-vaerktgj,
fx: WordMat, GeoGebra.org og RegneRobot.dk eller regneark , som alle forklares her.

Fysiske lommeregnere

Pa de fleste lommeregnere indtastes eksponenter ved hjalp af A.
Fx 5% indtastes som regel: 524
Ved nogle lommeregnere benyttes tasten x! eller y* i stedet for A

Den stgrste vanskelighed pa de fleste lommeregnere er at indtaste rod-udtryk, og det
gores forskelligt fra lommeregner til lommeregner; men ofte er det lettere at omskrive et
rod-udtryk til et udtryk med eksponent.

Eksempel: 3125 = 12508 = 1257(1/3)

og det sidste udtryk er let at indtaste pa de fleste lommeregnere. Parentesen er vigtig.

Mellemresultater bgr gemmes i lommeregnerens hukommelse. Det giver stgrre
ngjagtighed i beregningerne. Lommeregneren husker langt flere decimaler end den viser i
displayet.

Du kan i en opgavebesvarelse fx skrive 0,43... , og det betyder, at tallet er gemt i din
lommeregner med langt flere end de viste 2 decimaler.

Pa de fleste lommeregnere kan du gemme mellemresultater ved at taste STO og
derefter vaelge et bogstav eller et tal. (STO er en forkortelse af det engelske ord
store)

Nar du senere skal regne videre pa mellemresultatet, skal det ikke indtastes med
alle sine decimaler. Man skal som regel blot taste RCL og det bogstav eller det tal,
som du valgte, da du gemte mellemresultatet.

RCL er en forkortelse af det engelske ord recall.

Hvis RCL ikke star pa selve tasten men oven over, sa er det fordi, man skal benytte
tastens sekundare betydning. Det ggres pa de fleste lommeregnere ved fgrst at
taste 2nd.

Pa nogle lommeregnere kan man benytte bogstaver i regneudtryk.
Hvis du fx har gemt tallet 27 og valgt bogstavet B, da du gemte, kan du taste 3+B og
fa 30.
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Calculator.dk

Der findes adskillige hjemmesider med online lommeregner bl.a. Calculator.dk.
Ved et klik i Calculator.dk kommer du til en vejledning, hvorfra du kan aktivere selve
lommregneren.

| Calculator.dk skriver man regnestykket og taster Enter. S8 kommer facit, og regnestykket
bliver vist i matematikformat, sa man bedre kan kontrollere for korrekt indtastning. Det er
isaer relevant ved brgker som fx ”(5+5)/2”, hvor parentesen ofte glemmes.

Hvis man skriver a=2*3, huskes facittet 6 i bogstavet a, og man kan sa senere fx skrive 5a
og fa svaret 30. Det er iseer praktisk ved mellemresultater med mange decimaler.

WordMat

Er et udvidelsesmodul til Word og benyttes offline. Her kan du skive formler i matematik-
format.

Du taster Alt+m, og derefter kan du i en lille boks skrive matematik i IT-format, som straks
konverteres til matematik-format. Fx konverteres ” 523 ” til ” 53",

Hvis du skiver et regneudtryk i en boks og taster alt+b, sa beregnes veerdien af udtrykket.
Hvis du skriver en ligning og taster alt+l (I som i ligning), sa findes Igsningerne til ligningen.
WordMat har mange faciliteter. Ikke alle er aktuelle pa dette sted i undervisningen. Du
kan finde flere vejledninger til WordMat pa dansk ved at sgge pa nettet med sggeordene:
"Vejledning til Wordmat".

Link til download af WordMat: http://www.eduap.com/wordmat/

GeoGebra

er et sakaldt CAS-vaertgj og er en god hjaelp til naesten al matematik, iseer geometri.
GeoGebra kan anvendes bade online og Geogebra kan downloades.

GeoGebra vil blive anvendt i nogle af de fglgende lektioner, og det er ikke ngdvendigt at
fordybe sig i GeoGebra pa dette sted i undervisningen.

| GeoGebra-vinduet er et Input-felt. Her kan du bl.a. skrive regneudtryk og fa resultatet
beregnet. Hvis du vil Igse en ligning, kan du fx skrive: L@sninger(x/2=25)

Du kan finde vejledninger til GeoGebra pa dansk ved at sgge pa nettet med sggeordene:
"Vejledning til GeoGebra".

Links til brug online:  geogebra.org/classic,

Link til download ved brug offline: geogebra.org/download

RegneRobot.dk

RegneRobot er ogsa et sakaldt CAS-veerkt@j og hjelper med at Igse opgaver.
RegneRobot er samtidig en matematik-editor, der er beregnet til at hjelpe med at fa en
panere opstilling.

RegneRobot konverterer automatisk og umiddelbart fra IT-format til matematik-format.
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Fx konverteres ” 53" til 753”7 . Deter meget hurtigt at skrive matematik i RegneRobot
og regneudtryk beregnes automatisk.

RegneRobot indeholder mange faciliteter, der kun er anvendelige pa et senere sted i
undervisningen, men ogsa faciliteter, der med fordel kan anvendes nu.

Link til udfgrlig manual: Vejledning.

Link til brug online: RegneRobot.dk

Link til download ved brug offline findes gverst pa samme hjemmeside RegneRobot.dk .

Maske skal du scrolle op til toppen af hjemmesiden. Klik i | Download RegneRobot |

Regneark

Det mest benyttede regneark er Microsoft Excel. Et regneark er et computerprogram og
der vises et net af celler. Hver celle udpeges ved et bogstav og et tal.

Bogstavet fortzeller hvor langt til hgjre cellen er, og tallet viser i hvilken raekke.

Man kan skrive tal og almindelig tekst i hver celle. Tekst bgr indledes med en apostrof.
Desuden kan man skrive regneudtryk. Regneudtryk skal starte med et lighedstegn.

| Microsoft Excel kan antal decimaler styres ved at klikke i 5 eller £ , som du finder i en
menulinje foroven i fanen "Startside”.

Sadan laves beregninger

Aktiver regneark og udfyld som vist her til hgjre. A B
Udfyld celle B3 til sidst. Nar du derefter trykker Enter, vil 1 Hotelpris
det specificerede regnestykke i celle B3 blive beregnet. 2 1dggn

=7*B2 betyder, at 7*200 skal beregnes, fordi dericelleB2 2 7 dggn |=7*I32
star 200. '

Oersigt over regnearter i regneark

Regneart Eksempel .Nedfenstéende udregnes,

idet indholdet af B3 er 20
+ Plus =B3+5 20+5
- Minus =B3-5 20-5
* Gange = B3*5 20-5
/ Division =B3/5 20/,
A | Potensoplgftning =B375 20°
Rod =B3/(1/5) 20

Bemeerk, at der ikke er noget rodtegn i regneark. Man klarer sig med potens.
Du kan finde flere vejledninger til regneark pa dansk ved at sgge pa nettet med
spgeordene: "Vejledning til regneark".

2) L¢S E-opgaver. Link: E-opgaver 06 lommeregner
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Lektion 7:

Procent og rente fortsat, gennemsnitlig %-vis aendring
Udfgr fglgende 4 punkter

1) Lees

| lektion 5 sa vi renteformlen: K=Ko-(1+r)

Ved hjalp af den kan man udregne slutkapitalen K, nar man kender begyndelseskapitalen
Ko, rentefoden r og antallet af terminer n.

Nogen gange kender man slutkapitalen, men ikke begyndelseskapitalen og vil gerne
beregne den. Andre gange kender man ikke rentefoden og vil gerne vide den. Atter andre
gange vil man gerne bestemme antallet af terminer.

Vi skal i denne lektion se pa de ting.

Begyndelseskapitalen K,

Vi vil fgrst finde en formel for Ko
Viisolerer Ko i renteformlen ved at dividere med (1+r)" pa begge sider af lighedstegnet og
far:

aroe
Det kan ogsa skrives:
K-(1+r)™" =K,
og hermed har vi en formel for Ko skrevet pa 2 mader.

Hvis et belgb fx vokser med 20% pr ar og efter 4 ar er blevet til 414,72 kr, kan vi beregne
startbelgbet 4 ar fgr sdledes: 414,72-1,20* kr = 200,00 kr

Rentefoden / vaekstraten r

Vi bemaerker, at vaekstrate og rentefod betyder det samme; men vi siger rentefod, hvis
det handler om renter.

Vi vil nu se, hvordan man bestemmer r .
Vi forudseetter, at r er konstant, dvs r andrer sig ikke fra termin til termin.
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Nar man skal bestemme r, kan det ggres ved f@rst at bestemme fremskrivningsfaktoren
og sa traekke én fra, idet (1+r)—-1=r
Derefter kan man gange med 100%, hvis man gnsker r i %.

Eksempel 1:
Ole optager et kviklan pa 1000 kr til en fast arlig rentefod.

Lanet skal tilbagebetales efter 4 ar.

Ole far et sjok.

Det viser sig, at Ole skal tilbagebetale lanet med 16000 kr efter kun 4 ar.
Hvad har den arlige rentefod vaeret?

Vi indseetter de stgrrelser, vi kender i renteformlen K =Ko - (1+r)
og far en ligning med r som ubekendt: 16000 = 1000- (1+r)*
Vi dividerer ligningen med 1000 16 = (1+r)*

Vi tager den fjerde rod pd begge sider
(Man kan ikke tage den fjerde rod af negative
tal; men her er tale om positive tal. V16 = (1+r)
Ligningen passer stadig, for vi har taget
den fjerde rod af to lige store stgrrelser).

Vi udregner \/16 og heever parentesen 2=1+r
Vi traekker 1 fra pa begge sider 2-1=r
Vi traekker 1 fra pa begge sider 1=r

Konklusion: Rentefodener 1 = 100%
Det kan yderligere bemaeerkes:
Den arlige fremskrivningsfaktor (1+r) er 2 (Dvs. gaelden fordobles hvert ar.)

Den 4-3arige fremskrivningsfaktor er 16
Gealden vokser med 1500% pa 4 ar, nemlig (16-1)-100%

Ovenstaende beregning er lavet under forudseetning af, at rentefoden er konstant.
Hvis rentefoden ikke er konstant, kan vi alligevel lave ovenstaende beregning.

Den veerdi r, vi beregner pa ovenstaende made, kaldes sa:

Den gennemsnitlige rentefod

Eller: Den gennemsnitlige veekstrate
Eller: Den gennemsnitlige procentvise sendring.

Dvs. Den gennemsnitlige rentefod er lig med den konstante rentefod, der ville give samme
slutkapital.

Tilsvarende med gennemsnitlig veekstrate og den gennemsnitlige procentvise a&ndring.
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Eksempel 2:
Benzinprisen er i lgbet af 3 ar steget fra 10,00 kr. pr. liter til 13,31 kr. pr. liter.

Den procentvise prisstigning har vaeret forskellig fra ar til ar, sa det giver ingen mening at
beregne den arlige vaekstrate, men vi kan beregne den gennemsnitlige arlige vaekstrate.

Den 3-Grige fremskrivningsfaktor er: 1331/1000 = 1,313
Altsd (1+r)® = 1,131, idetr er dérlig gennemsnitlig vakstrate.
Den ét-rige gennemsnitlige fremskrivningsfaktor er (1+r) = /1,331 = 1,10

Konklusion: Den gennemsnitlige drlige vaekstrate for prisen er 10%

Man kan ikke beregne gennemsnitlig vaekstrate ved-blotatteegge-deforskellige
I livid I ot af nor.

Eksempel 3:
100 kr forrentes gennem 2 ar.

Det fgrste ar er den arlige rente 20% og den naeste ar er den arlige rente 80%.

Den gennemsnitlige fremskrivningsfaktor er 3/1,20 - 1,80 = 1,47
Den gennemsnitlige procentvise aendring er 47% og ikke {20%+80%)/2=50%

Antal terminer n

Hvis antallet af terminer n er eneste ukendte st@rrelse, kan n findes ved at geette
systematisk, eller ved at benytte Guide & CAS i RegneRobot, hvilket er tilladt ved anden
delprgve til skriftlig eksamen. (Ved online RegneRobot bgr RegneRobot vaere naevnt i
undervisningsbeskrivelsen)

Vi skal senere i forlgbet se, hvordan n kan bestemmes ved almindelig beregning.

2) Se VideO. Link: Gennemsnitlig rente / %-vis &endring

3) |_¢S ¢Ve|5er. Links: Find slutkapitalen

Find startkapitalen

Find gennemsnitlig rentefod udfra KO og K

Find gennemsnitlig rentefod ved rl, r2 ....

Og eventuelt dette Word-dokument: Rentesregning

4) L¢S E-opgaver: Link: E-opgaver 07 Rente og gennemsnitlig rente
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Lektion 8: Indekstal
Udfer felgende 4 punkter

1) Se: Video: Indeks
2) Laes:

Her fglger en oversigt over prisen pa blyfri benzin gennem nogle ar.

Priserne er angivet i 1990-kr. (faste priser).
dr | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004
kr. | 502 | 509 | 539 | 575 | 578 | 55 | 604 | 679 | 646 | 633 | 618 | 649

Det ses, at priserne bade er steget og faldet, men steget mest. For at fa et mere
overskueligt overblik over priseendringerne, har man indfgrt indekstal.

Man udveelger et ar, som kaldes basisaret, og her saettes indeks til 100.

Indeks for de gvrige ar findes ved at fremskrive 100 med samme fremskrivningsfaktor,
som priserne fremskrives med. Man ma saledes beregne denne fremskrivningsfaktor.

Lad os finde indeks for 1999 med 1993 som basis ar.
Dvs. indeks i 1993 er 100.

Fremskrivningsfaktoren for benzin-prisen fra 1993 til 1999 er %4 /5 5,
Indeks for 1999 bliver saledes 100 - %94 / 502 = 120,3... = 120.

Alle indekstal ses nedenfor:
ar | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004
kr. | 502 | 509|539 (575|578 | 55 | 604|679 | 646 | 6,33 | 618 | 6,49
Indeks | 100 | 101 | 107 | 115| 115| 110| 120 | 135| 129 | 126 | 123 | 129

Man bemaerker, at det er let at fa overblik over prisudviklingen ved at kigge pa indeks.
Fra 2003 til 2004 er stigningen i indeks: 129 — 123 = 6.
Man siger stigningen har vaeres 6 procentpoint eller 6 point.

Men bemaerk, den %-vise stigning i samme periode er: (}%°/123 -1)-100% = 4,9%

Hvis man kender indekstal svarende til et basisar, kan indekstal svarende til et andet
basisar beregnes.

| ovenstdende eksempel ses, at indekstallene fglger priserne. Hvert indekstal er ca. 20

gange sa stort som benzinprisen det pagaeldende &r, mere praecist %%/ o, = 19.92, hvor
100 er indekstallet for 1993 og 5,02 er benzinprisen i kr. samme ar.

3) L@s interaktiv gvelse.  gvelse iindeks Formler

4) L¢S E—opgaver: E-opgaver 08 indeks.htm
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Lektion 9a:

Geometri, vinkler, areal af trekant og ensvinklede trekanter

Udfer felgende 2 punkter

1) Lees

| denne lektion gennemgas en raekke begreber og regler, som er nyttige ved
geometriske beregninger.

Praecise definitioner og argumenter vil blive behandlet i en senere lektion.

Vinkler

Vinkler males i grader:

/ | N .

En spids vinkel er En ret vinkel er 90° En stump vinkel er

under 90° (Ofte markeres enretvinkel | mellem 90° og 180°
med et lille kvadrat)

En lige vinkeler180°

(Man kan ogsa male vinkler i radianer. 180° = mradianer og m=ca3,14)
A Tre punkter fx A, B og C fastlaegger en vinkel, der fremkommer

ved at tegne fra A til B og videre til C.
B B er vinklens toppunkt. Se tegning.

C Vinklen betegnes vinkel ABC eller ZABC

Trekanter, hgjder medianer og vinkelhalveringslinjer i trekanter
B

A b
C
En trekant er fastlagt ved punkterne A, B og C. Ovenfor er tegnet en trekant med sort. Den

er fastlagt ved punkterne A, B og C.
En trekant, der er fastlagt ved tre punkter A, B og C kan betegnes AABC.
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En side i en trekant navngives almindeligvis med samme bogstav som vinklen overfor, men
med et lille bogstav.

En trekant har 3 hgjder.

Hejden pa ¢ h. og hgjden pa b h, erindtegnet med grgnt.

Hgjderne danner en ret vinkel med hver sin side.

Fra hver vinkelspids udgar endvidere en sakaldt median hen til midten af modstaende side
samt en vinkelhalveringslinje, der deler trekantvinklen i to lige store vinkler.

Vinkelhalveringslinjen fra A er tegnet med rgdt.

Vinkel B i trekant ABC betegnes ofte vinkel ABC eller ZABC
Vinkel A i trekant ABC betegnes ofte vinkel CAB eller ZCAB

Trekantkonstruktion

Du kan meget let tegne en trekant bade i WordMat ved at klikke i A og i RegneRobot ved
at klikke i "Guide & CAS” og vaelge: "Geometri. Beregn starrelser i en A & tegn”; men hvis
du i en eksamensopgave blive bedt om at konstruere en trekant, er det ikke tilstraekkeligt
at tegne den fx i RegneRobot eller WordMat. Du skal selv konstruere med et passende
CAS-veerktgj og forklare hvordan. Du kan gerne konstruere med Geogebra.

Her er link til GeoGebra online: https://www.geogebra.org/classic

Her er link til Geogebra download: https://www.geogebra.org/download

Her vises via et eksempel, hvordan du lgser en konstruktionsopgave ved GeoGebra.

Eksempel pa en konstruktionsopgave

40°
A b=20 <

Figuren viser trekant ABC, hvor A = 40°, b = 20 ogc = 17.

a) Konstruér en malfast tegning af trekanten.
b) Bestem ved hjalp af konstruktionen £C med 5 decimaler.

(Hvis pravefigur ikke er vist i opgaven, kan du med fordel lave en prgvefugur i RegneRobot , “Guide & CAS”,

"Geometri, beregn stgrrelser i en A & tegn”, eller du kan tegne en prgvefigur i WordMat ved at klikke i A.)
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Udferlig besvarelse af konstruktionsopgaven
(Denne besvarelse er beregnet til undervisning og er derfor mere udfgrlig, end hvad der kraeves.)

a) Jeg skal konstruere en malfast tegning af trekant ABC hvor £A = 40°, b = 20 0gc =17
Det gjorde jeg ved hjzlp af 5
GeoGebra, og tegningen ses her.

1) Jeg flyttede koordinatsystemets
begyndelsespunkt ned i venstre
hjgrne ved hjzelp af musen med
venstre musetast nede.

2) Jegrullede med musehjulet, sa 20
kom med pa y-aksen og sa 40 kom
med pa x-aksen.

3) Jeg klikkede i ikonet “Linje” i
menulinjen for oven, og der kom en rullegardin-menu.

4) Jeg valgte: “Linjestykke med given laengde”.

5) Jeg klikkede med musen i punktet (2.2), og der poppede et vindue op.

6) |vinduet skrev jeg linjestykkets laengde 20, og linjestykket AB blev tegnet.

7) Jeg klikkede i ikonet ”"Vinkel” i menulinjen foroven, og der kom en rullegardin-menu.

8) Jeg valgte: "Vinkel med given stg@rrelse”.

9) Jeg klikkede i punktet B og derefter i A, og der poppede op et vindue.

10) | vinduet skrev jeg vinklens stgrrelse 40° og valgte "Med uret”, og der kom et punkt B’.

11) Jeg klikkede i linje-ikonet og valgte havllinje.

12) Jeg klikkede i punktet A og i punktet B’, hvorved halvlinjen blev tegnet.

13) Jeg klikkede i cirkel-ikonet og valgte: ”Cirkel ud fra centrum og radius”.

14) Jeg klikkede i punktet A, og der poppede et vindue op til angivelse af radius.

15) | dette vindue skrev jeg 17.

16) Jeg klikkede i punkt-ikonet og valgte: “Skeaeringsvaerktgj”.

17) Jeg klikkede pa skeeringspunktet mellem cirklen og halvlinjen, og punktet blev navngivet C.

18) Jeg klikkede i polygon-ikonet, valgte “Polygon” og jeg klikkede i punkterne A, B, C og A igen.

Geogebra navngav ikke punkterne A, B og C som de skulle vaere. Derfor omdgbte jeg ved at
hgjreklikke 2 steder i Algebra-vinduet (venstre spalte) jeg og fik fglgende skeermdump:

Sa usynliggjorde jeg koordinat-akserne og gitterlinjerne ved at klikke tilfzeldigt i tegneblokken og
Valge IIAkseH og "Gittel"". <7 GeoGebra Classic 5 - a x

Fil Rediger Vis Indstlinger Veerktoj Vindue Hjaelp Logind...

Derefter usynliggjorde jeg NSRS EENE B
diverse objekter ved at fg'%:,z) B[ iregretich

hgjreklikke diverse steder i bR T,

algebravinduet og hver gang :ES.{ET;“LZ‘.’.;?,.U.,

klikke i ”Vis objekt”. o Gy ar-zm0

Endelig kopierede jeg den :fés« ,1

® t1=109.07

konstruerede tegning her til
opgavebesvarelsen via "Fil” og
"Eksporter”.

(En ekstra tegning som den til
hgjre, der er med til at vise
konstruktionsmetoden, skal med i  wu
opgavebesvarelsen.)

b) Ud fra konstruktionen skal vinkel C bestemmes med 5 decimaler. Jeg klikker Vinkel og Vinkel C’s to
vinkelben og aflaeser: Vinkel C= 57,45675 °

(Antal decimaler kan indstilles via “Indstillinger” og ”Afrunding”)
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Vinkelsummen af en trekant er altid 180°

Areal af en trekant

Arealet af en trekant er %2 hgjde - grundlinje
(hvor grundlinjen er siden vinkelret pa hgjden)

Arealet = %hg-a = Y%hp+b = Y%hc-c (Bemark. hger ikke tegnet ovenfor)

Formler . .
Areal: T = 05-a-hg =0,50b-SinC
| formlerne til hgjre indgar SinC, | T er areal,
Sin A og Sin B. Det er tal som kan ho er h¢jden péa T = 05'b'hb=05bC'5inA
a ’ 7 7

findes bl.a. pa en lommeregner. . .
Mere forklaring i naeste lektion. hser hgjden pa b og

T = 0,5.ch. =0,5ca-SinB
hc er hgjden pa ¢ ¢

Eksempel: Find Areal B
. P o =4 . o
Her indgar Sin(30°), a T = 0’5.4.9.Sm(30) = 0,549-05 =9
som kan findes bl. Pa A
b=9  30°N C
en lommeregner.

Ovenstdende formler kan benyttes som ligninger, hvis man kender arealet og skal finde en
anden stgrrelse i trekanten.

Ensvinklede trekanter

To trekanter kaldes ensvinklede, hvis vinklerne er parvis lige store. Enten er de to
trekanter praecis ens eller ogsa er den stgrste en forstgrrelse af den mindste.

Ved 2 ensvinklede trekanter defineres stgrrelsesforholdet eller skalafaktoren som den
faktor, man skal gange sidelaengderne med i den ene trekant for at fa sidelaengderne i den
anden.

Hvis de to trekanter er praecis ens, sa er stgrrelsesforholdet eller skalafaktoren 1.

Hvis st@rrelsesforholdet eller skalafaktoren er mellem 0 og 1, sa er der tale om en
formindskelse.

Hvis man kender laengden pa tilsvarende sider i de 2 trekanter, sa kan

stgrrelsesforholdet / skalafaktoren beregnes.

Til hgjre ses 2 ensvinklede trekanter.

Der glder: skalafaktoren = % =15

Man kommer fra den lille trekant til den 7
store ved at gange med 1,5 og man kommer -

fra store til den lille ved at dividere med 1,5,

eller ved at gange med %=% 15 /

Nogle gange benyttes ordet forstgrrelsesfaktor i stedet for stgrrelsesforhold eller
skalafaktor. Det kan imidlertid veere lidt misvisende, nar skalafaktoren er mellem 0 og 1,
hvor der er tale om en formindskelse.

Nogle gange siger man, at forholdet mellem de to trekanter er som 2 til 3.

2) E-0 Pg8aVer:. E-opgaver 9a ensvinklede trekanter
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[ )
[ ]
Le kt I 0 n 9 b e Geometri, retvinklede trekanter, Sinus, Cosinus & Tangens

Udfer folgende 3 punkter
1) Laes

Hvis den ene vinkel i en trekant er 90°, sa kaldes trekanten retvinklet.
En ret vinkel markeres ofte med et lille kvadrat.
Siden over for den rette vinkel kaldes hypotenusen.

De 2 andre sider kaldes kateter.
Hypotenuse Katete

Sinus, Cosinus og Tangens

Hvis man kender 2 sider i en retvinklet trekant, kan
man beregne de spidse vinkler ved at benytte Sinus,
Cosinus og Tangens pa lommeregneren, forkortet: Sin, Cos og Tan.

Katete

Til enhver spids vinkel er knyttet et tal, vi kalder Sinus til vinklen.
Ogsa til Cosinus og Tangens er knyttet et tal til enhver spids vinkel og der gelder:

Sinus til en spids vinkel i en retvinklet A er
modstaende katete divideret med hypotenusen.

hypotenuse modstaende
Cosinus til en spids vinkel i en retvinklet A er katete

hosliggende katete divideret med hypotenusen.

Tangens til en spids vinkel i en retvinklet A er hosliggende
modstaende katete divideret med hosliggende katete
katete.

modstaende katete

Sinv =
hypotenusen

hosliggende katete

Cosv =
hypotenusen

modstiaende katete

T =
anv hosliggende katete
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Definitionen af Sinus, Cosinus og Tangens kommer i en senere lektion.

Nar man kender Sin, Cos eller Tan til en vinkel, kan selve vinklen findes ved hjzelp af
ArcSin, ArcCos eller ArcTan, som pa de fleste lommeregnere betegnes med sin. (Tast
forst 2nd og derefter Sin. )

Pa nogle lommeregnere tastes inv i stedet for 2nd.

Hvis man kender en vinkel og en side i en retvinklet trekant kan de @vrige sider beregnes
ved at betragte ovenstaende formler som ligninger.

Eksempler:
Find b B
=2 b |Sin(30°)="/s Dvs b=8+5in(30°)=80,5=4
A_30° c

Find vinkel A 1 B

a=2 | Tan(A)=2/4 =0,5 Dvs Vinkel A=26,6° (BenytTan® eller ArcTan)
A
b= c

Trekantberegning med CAS-vaerktgj
Det er muligt at fa automatisk trekantberegning med CAS-vaerktgj.

| Word med WordMat skal du klikke i “WordMat” i menu-linjen foroven. Derefter skal du
klikke A og der popper en tegning op, hvor du kan skrive de trekantstgrrelser du kender.
Ved at klikke i ”OK” bliver de gvrige stgrelser automatisk beregnet.

| RegneRobot.dk klikker du i: "Guide & CAS”, og der kommer en rullegardin-menu.
Du veelger; "Geometri. Beregn stgrrelser i en A og tegn”.

Herefter kan du indtaste de stgrrelser du kender og klikke i de stgrrelser, du gnsker
beregnet.

2) Interaktive gveopgaver: Retvinklede trekanter

3) E-opgaver: E-opgaver 9b geometri

Link: Indholdsfortegnelse
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Le kthﬂ 9CZ Geometri, retvinklede trekanter, Pythagoras’

saetning

Udfer felgende 4 punkter
1) Se video. Link: Geometri

2) Laes

Pythagoras’ setning

Kvadratet pa hypotenusen = summen af kateternes kvadrat.

Det er seedvane at navngive trekantens hjgrnepunkter med store bogstaver.

Siden over for hvert hjgrnepunkt navngives oftest med det tilsvarende lille bogstav

Hvis trekantens vinkelspidser far bogstav-navnene A, B og C, hvor C er den rette vinkel, sa
kan pythagoras’ saetning udtrykkes saledes:

c2=a’+b?
|:2
B
; a @
A h C

b2

Hvis man kender to sider i en retvinklet trekant, kan man beregne den tredje side
ved at indszette de kendte stgrrelser i Pythagoras’ saetning, og eventuelt Igse en igning.

Se regler

3) L¢S interaktivt: Opgaver i retvinklede trekanter

4) E-o pgaver: E-opgaver 9¢c geometri

© PeterSoerensen.dk: Matematik C interaktivt for hf version 10 side 32 /60


http://www.petersoerensen.dk/
http://lyngbydata.dk/p/del1/videoer/Geometri1.wmv
https://mahf.dk/matematik/e-9d-Formler_Mat.pdf
https://mahf.dk/matematik/trekanter6.htm
https://matheditor.com/ee/e.htm
http://www.projektrum.dk/da/framecomp/document_action.asp?action=2&docid=282813
http://www.projektrum.dk/da/framecomp/document_action.asp?action=2&docid=282813

Lektion 9d:

Udfar fglgende 2 punkter

1) Lees

Vilkarlige trekanter

Geometri, vilkarlige trekanter

Ikke alle trekanter er retvinklede. Fglgende formler geelder for enhver trekant ABC uanset om

den er retvinklet eller ej.

Sinusrelationerne:

SinA_SinB _SinC
a b  c

a b . c
SinA SinB SinC

2, h2__ 2
¢? = a? + b?>-2ab-Cos C Cos C = atb”—c
2ab
Cosinusrelationerne: a?+c?*—b?
— 2 _ .
(Ogsé kaldet den b* = a’+c”-2ac-Cos B CosB=———
: ac
udvidede Pythagoras)
, b*+c*—a?
a? = b?+c%-2bc-Cos A Cos A= ———
2bc
Se regler
Eksempler:
Findc g Sin(70°) _ Sin(50°)

Dvs.

5,0 c

_ 5:Sin(50°) _

sin(70°) 4,0

Dvs. b=+/21 = 4,6

b? = 5,0 + 4,04 —2-4,0- 5,0 - Cos(60°) = 21,0

c og b kan ogsa beregnes automatisk bade ved A i WordMat og ved | Guide & CAS |i RegneRobot.dk.

Hvornar bruges hvilke formler ved trekantberegning ?

Kig efter, om der er ensvinklede trekanter
Vurder om areal-formlernn kan bruges

Hvis de 3 vinkler er i spil, sa: Vinkelsum (i spil betyder er kendt eller gnskes beregnet)

Hvis 2 vinkler og de modstaende sider er i spil, sa Siusrelationerne.
Hvis alle 3 sider og en vinkel er i spil, sa Cosinusrelationerne

Ved retvinklede trekanter:

Hvis kun sider er i spil: Pythagoras

Hvis en vinkel og 2 kateter er i spil: Tangens
Hvis hosliggende katete ikke er i spil: Sinus

Ellers: Cosinus

2) E-opgaver:

E-opgaver 9d geometri
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Le ktlon 9e: Geometri, Sinus, Cosinus og Tangens i regneark

Udfer felgende 2 punkter

1) Lees

Sinus, Cosinus og Tangens kan veere lidt vanskelige for dig at bruge i regneark, sa undga
det. Brug hellere RegneRobot eller WordMat.

| regneark benyttes ikke grader som vinkelmal, men en anden maleenhed til vinkler, der
kaldes radianer. RegneRobot benytter grader ligesom de fleste lommeregnere.
WordMat benytter som udgangspunkt grader, men kan indstilles til radianer.

1802 = mradianer. (merca.lig3,14)

Som regel udelades radianer og man kan skrive 1802 = it

| videregaende matematik anvendes ofte radianer.

Man konverterer fra grader til radianer ved at gange med %

. . 180
Man konverterer fra radianer til grader ved at gange med 3

De omvendte funktioner til Sin, Cos og Tan betegnes pa de fleste lommeregnere saledes:
Sint,Cos™ og Tan™.

| regneark betegnes de ArcSin, Arccos og ArcTan.
| WordMat kan man skrive: Sin,Cos™?, Tanog asin, acos, atan.
| Geogebra kan man skrive: ArcSin, Arccos, ArcTan og asin, acos, atan.

| RegneRobot kan alle 3 slags betegnelser benyttes.

2) E-o pgaver: E-opgaver 9e geometri

E-opgaver 12 Regneark
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Lektion 10a: Sammenhang mellem variable, funktion
Udfer felgende 4 punkter

1) Laes

Variable

| matematik taler vi ofte om variable talstgrrelser. Det kan fx veere temperaturen malt i
celsius-grader, der varierer. En talstgrrelse, der varierer kaldes en variabel.

Et kvadrat er en firkant hvor alle vinkler er 90° og alle sider lige lange.
Lad os tegne et kvadrat pa et stykke papir, der hgjst er 7,5 cm pa hver led.
Hvis vi regner i cm, kan sideleengden variere fra 0 og op til 7,5.

26,25

9 25

3 5 7,3

Arealet kan variere fra 0 og op til 56,25.

Arealet af kvadratet afhaenger af sideleengden og kaldes den afhaengige variable
mens sidelaengden kaldes den uafhangige variable.

Hvis vi kalder arealet y og sidelaengden x,

bliver arealet y bestemt ved regneforskriften: y =x? (x?betyder x-x, fx 52 betyder 5-5) .

Funktion

Man siger, at arealet y er en funktion af x.

Det skrives y = f(x) og udtales "y er lig f af x”

Regneforskriften kan ogsa skrives f(x) = x? eller y = x2.

Funktionen er defineret for alle tal x i intervallet O til og med 7,5.

Mangden af de tal x, hvor funktionen er defineret, kaldes definitionsmangden.
Definitionsmaengden for en funktion med navnet f kan forkortet skrives Dm(f)

Ud fra regneforskriften y = f(x) = x? far vi

Hvisx er3sdaery=f(3)=32=9 og hvisxer4saer y=f(4)=4%? = 16
Vi siger funktionsveerdien af 3 er 9 og funktionsveerdien af 7,5 er 56,25
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Mangden af alle funktionsvaerdierne kaldes vaerdimeaengden for f og er intervallet fra O til
og med 56,25.
Vardimangden for en funktion med navnet f kan forkortet skrives Vm(f)

Grafen for en funktion

Ofte vil man praesentere en funktion grafisk i et koordinatsystem.

Et koordinatsystem bestar af 2 tallinjer vinkelret pa hinanden. Den ene tallinje kaldes
forste-aksen eller x-aksen og den anden anden-aksen eller y-aksen.

Hvis man vil tegne en funktionen, hvor man kender regneforskriften, bgr man benytte
CAS-veerktgj, fx GeoGebra, WordMat eller RegneRobot.

| GeoGebra skrives regneforskriften i input-linjen.
| WordMat klikkes i ikonet u
| RegneRobot klikkes i “Guide & CAS”, og du veelger ”Graf”.

Man kan godt tegne grafen manuelt uden CAS-vaerktgj, men det er mere besveerligt og
ofte bliver grafen ungjagtig. Derfor anbefales CAS-vaerktgj, som sa vidt muligt bgr bruges
ved skriftlig eksamen.

Hvis man undtagelsesvis skal tegne en graf manuelt, udfyldes typisk et sakaldt sildeben
med forskellige samhgrende x- og y-vaerdier, sakaldte stgttepunkter, som afsaettes i et
koordinatsystem og forbindes med en blgd kurve.

Her vises hvordan man manuelt tegner grafen for f, hvor y=f(x)=x2 0g 0 < x < 7,5.

Selvom 0 ikke hgrer med, kan det alligevel vaere praktisk at have 0 med i sildebenet, men
vi skriver 0 i parentes: ( 0 ). Den tilsvarende y-veerdi, som ogsa er 0 saettes ligeledes i
parentes.

Stgttepunkter for y = x2.
X (0) 0,5 1 4 6 7,5
y (0) 0,25 1 16 36 56,25

v

Den fgrste og sidste x-veerdi er de to endepunkter i
definitionsmangden. Resten af x-veerdierne er

S0

valgt sa de fordeler sig nogenlunde jeevnt i
definitionsmangden.

40

Hvert stgttepunkt plantes ud for sin x-veerdi pa x-
aksen og ud for sin y-veerdi pa

=0

y-aksen.

pru

o 1 = < =] T

3
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&0

Nar vi skal tegne grafen, vil vi som regel veelge at
tegne en blgd kurve gennem stgttepunkterne: /

a0

Ved at forbinde grafpunkterne med en blgd kurve

antager vi, at vi har tegnet de punkter, hvor y = 40

x2 | idet x for hvert punkt er punktets placering
ud for x-aksen, mens y er punktets placering ud

30

for y-aksen.
Denne antagelse giver imidlertid ikke et praecist

20

billede af grafen. Fx ser det overfor ud som om

f(3) er 10; men f(3) er faktisk 9. /

Grafpunktet (0.0) hgrer ikke med. Det er vist med /

en ring. Ikke alle CAS-vaerktgjer vil tegne denne 0 Ot

ring, og det tages ikke sa tungt om der kommer en 1 : ’ ) ’ T
ring.

Ethvert punkt i koordinatsystemet er bestemt ved et talpar (x, y) der kaldes punktets
koordinatsaet.

x er punktets placering ud for x-aksen (ogsa kaldet 1. aksen) og kaldes punktets x-vaerdi
(eller punktets 1. koordinat).

y er punktets placering ud for y-aksen (ogsa kaldet 2. aksen) og kaldes punktets y-veerdi
(eller punktets 2. koordinat).

Fx er (5, 2.5) punktet ud for 5 pa x-aksen og ud for 2.5 pa y-aksen (Der er brugt
decimalpunktum i stedet for decimalkomma. Det ggres ofte.)

Ekstrema for en funktion

Globalt maksimum er funktionens stgrste veerdi, hvis en sadan findes.

Globalt maksimumpunkt er tilsvarende grafpunkt.

Lokalt maksimumpunkt er et grafpunkt, der ligger hgjere end nabopunkterne.
Lokalt maksimum er tilsvarende funktionsvaerdi.

Globalt minimum er funktionens mindste veerdi, hvis en sadan findes.
Globalt minimumspunkt er tilsvarende grafpunkt.

Lokalt minimumspunkt er et grafpunkt, der ligger hgjere end nabopunkterne.
Lokalt minimum er tilsvarende funktionsvaerdi. 4

3

Til hgjre ses grafen for en funktion med lokalt ekstremum for
x=1 og for x=2. (1,3) er et lokalt maksimumspunkt og (2,2)
lokalt minimumspunkt. Lokale ekstremarveaerdier er 3 og 2.
Der er hverken globalt minimum eller globalt maksimum, da
funktionen kan antage vilkarlig sma og vilkarlig store vaerdier.

0 1 2 3
Der er graf-puniter udenfor vinduer

Monotoniforhold
Funktionen er voksende i ]-o0; 1] 0g [2; o[ og aftagende i [1;2]. — y=2x 3. 9x2+12x-2
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Intervaller

Ofte vil definitionsmaengden og veerdimangden vaere intervaller.

Ved intervaller benyttes nogle matematiske symboler, hvis betydning fremgar af fglgende

eksempler:

Interval-
eksempel

Forklaring

J=eo, 3]

Abent interval bestdende
af alle tal mindre end 3

]=eo, 3]

Halvabent interval

bestaende af alle tal

mindre end eller lig med 3

1-2;2,3]

Abent interval bestdende

af alle tal mellem -2 og
2,3

[-2;2,3]

Halvabent interval

bestaende af alle tal
stgrre end eller lig -2 og
mindre end 2,3

1-2;2,3]

Halvabent interval

bestaende af alle tal
stgrre end -2 og mindre
end eller lig 2,3

[-2;2,3]

Lukket interval bestaende

af alle tal stgrre end eller
-2 og mindre end eller lig
2,3

]-2; o]

Abent interval bestdende
af alle tal stgrre end -2

[-2; oof

Abent interval bestiende

af alle tal stgrre end eller
lig -2

Grafik
T T T
il ] 1
T T T
1 ] 1
T T T
il 0 1
T T T
il ] 1
1 1 1
il n] 1
T T T
1 0 1
T T T
il ] 1
T T T
1 ] 1
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Grafisk lgsning af ligning

Ligninger kan Igses grafisk ved at tegne grafen for ligningens venstre side og grafen for
hgjresiden.
Eks: 2x+3=x+5

Ene s o
2x+3 X+ 5

Det ses af tegningen at venstresiden er lig hgjre siden for x = 2

2) Los disse opgaver (Der er facitliste sidst i denne lektion)

Betragt nedenstaende graf for funktionen f og lgs de fglgende opgaver

$
, /

; /
/

i
T

I

1

Lan]

an

=

T

iy
|
T
1
T
|
1
=
Lo
I
P
S

/ -
/ =

Opgave 1
Udfyld de tomme felter
X -4 -2 0 2
y =f(x) 14
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Opgave 2
Find f(-2)

f(-2) =
Opgave 3

Las ligningen: f(x)=14
X =

Opgave 4
Lgs ligningen: f(x)=2 Der er 3 Igsninger, som kan skrives i en tuborg-parentes,
ogsa kaldet maengdeklamme og adskilles med komma.

Lgsningsmeengden = | { , , }

Opgave 5
Hvad er definitionsmangden?

Dm(f) =

Opgave 6
Hvad er veerdimaengden?

Vm(f) =
Opgave 7

Globalt maksimum=| |

Facits:
Opgave 1

X -4 -2 0 2 4

Y=f(x) | -10 2 2 2 14

Opgave 2
Find f(-2): f(-2) =2

Opgave 3
Lgs ligningen: f(x)=14: x=4

Opgave 4
Der er 3 Igsninger, som kan skrives i en tuborg-parentes. Lgsningsmangden = {-2, 0, 2}

Opgave 5
Dm(f) = [-4; 4]

Opgave 6
Vm(f) = [-10; 14]

Opgave 7
Globalt maksimum er 14

3) Se videoen: Funktioner og grafisk lgsning

4) Lgs E-opgaver E-opg 10a variable
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Le ktion 10b: Sammenhzng mellem variable, proportionalitet

Udfer felgende 4 punkter
1) Lees

Proportionalitet

"Ligefrem proportional” eller blot ”proportional”

Hvis man kgber benzin til 10 kr pr. liter, vil prisen i kroner
veere 10 gange sa stor som antal liter.

Hvis antal liter kaldes x og prisen kaldes y, geelder y=10x.

Visiger y er proportional eller ligefrem proportional med
X og at proportionalitetsfaktoren er 10.

Grafen til hgjre viser sammenhangen mellem x og y

| nedenstaende tabel ses, at indekstallet er proportionalt
med timelgnnen. Proportionalitetsfaktoren er 4.

Arstal: 1970 | 1980 | 1990
Timelgn i kr: 25 50 150
Indekstal: 100 200 600

Omvendt proportionalitet

90
80
70
60
50
40
30
20
10

Hvis vi har 420 havefliser og vil lave en terrasse kan vi fx laegge 42 fliser pa den ene led og

10 fliser pa den anden.

Terrassen er et sakaldt rektangel. Se tegningen, hvor x =42 og y = 10.

10

<
I

X=42

Vi kan ogsa veelge at laegge 21 fliser pa den ene led og 20 pa den anden.

Se tegning, hvor x=21o0gy = 20.

xX=21
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Vi ser at nar y ggres dobbelt sa stor, sa bliver x halv sa stor.

Endvidere gaelder, at hvis vi havde gjort y tre gange sa stor altsa til 30 sa ville x blive tre

gange sa lille, nemlig 14.

Vi kunne ogsa ggre x dobbelt sa stor til 84, men sa matte vi ogsa gare y dobbelt sa lille,

nemlig 5.

Generelt geelder der fglgende
sammenhang mellem x og y:

y=420-- ®
Xy = 420

Vi siger y og X er omvendt
proportionale med
proportionalitets-faktoren 420.
For X mellem 1 og 10

ser grafen for y sdledes ud:

| ovenstaende tilfeelde med fliser er x st@grre end nul.

1
Bemaerk: Regneudtrykket 4-20-;

har ingen mening for X lig nul; men
man kan godt beregne vaerdien af
udtrykket for negative X.

For x forskellig fra
nul ser grafen saledes ud:

Bemaerk: Ovenstaende illustrerer
ikke flise-eksemplet, hvor X > 0 ; men
blot regneforskriften:

— 420
Y= X

3) L@s interaktiv opgave.

4) Lgs E-opgaver

450
400
350
300
250
200
150
100

50

Link:

Link:

Link: Indholdsfortegnelse

© PeterSoerensen.dk: Matematik C interaktivt for hf version 10

Proportionalitet

E-opg 10b Proportionalitet

side 42 /60



http://www.petersoerensen.dk/
http://mahf.dk/matematik/proportionalitet.htm
http://matheditor.com/ee/E-opgaver_10b_proportionalitet.htm

L ektl O ﬂ 11a. Lineaere funktioner

Udfgr felgende 4 punkter

1) Se: Video med linezer funktion

2) Lees:

Definition:

Hvis en st@rrelse y afhaenger af en anden stgrrelse x , saledes aty =a-x+ b, hvoraogb er
tal, sa siger vi at der er tale en lineser sammenhang mellem x ogy.

Vi siger ogsa: y er en lineaer funktion af x. Grafen er en linje eller en del af en linje.

Tallet a kaldes haldningskoefficienten og tallet b kaldes begyndelsesvaerdien.

Bemeerk: Hvis x er defineret forx=0,sder fl0)= a-0+b = b

Eksempel 1
| lektion 1 sa vi et eksempel pa en taxa der kostede 25 kr i startgebyr og 12 kr pr km.

Prisen kan beregnes ud fra formlen eller regneforskriften: y = f(x) = 12x + 25,
hvor y og f(x) er prisen i kroner mens x er antal km.

f en lineaer funktion.

Da x = 0 bliver grafen en ‘_
halvlinje.

100

Grafen for f ses til hgjre.

y afhaengerafx,0g y eren
linezer funktion af x .

y =f(x), hvor f(x) = 12x + 25

f(x) u dta Ies : ”f af X” . Der er graf-punkier udenfor vinduet
— y=12x+25

Bemaerk:
10 km koster sa mange kroner:
f(10) = 12-10+25 = 120+25 = 145

20 km koster sa mange kroner:
f(20) = 12-20+25 = 240+25 = 265

Hvis man fortryder en taxatur lige efter, at taxameteret er startet, sa koster det sa mange
kroner: f(0) = 12-0+25 =25, som er begyndelsesvaerdien.
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Heeldningskoefficient

Af grafen kan man fx aflaese, at x-veerdien 5 giver y-vaerdien 85. Vi skriver f(5)=85.

Hvis vi g@r x-veerdien én stgrre til 6, kan vi af grafen aflaese, at funktionsvaerdien forgges
med 12 svarende til, at én ekstra km koster 12 kr mere.

Vi bemaerker, ligegyldigt hvor langt vi har kgrt, sa vil en ekstra km koste 12 kr mere.

Man kan bevise, at for linezere funktioner geelder generelt: Ligegyldigt hvilken x-veerdi,
man betragter, sa vil y vokse med samme tal, hvis x ggres én stgrre og dette tal kaldes
hzldningskoefficienten.

Haeldningskoefficienten er 2endringen i y nar x bliver én stgrre.
Hzldningskoefficienten kaldes ofte a.

Hvis a > 0 (st@rre end nul), sa er funktionen voksende.

Hvis a < 0 (mindre end nul), sa er funktionen aftagende.

Hvis @ = 0, sa er funktionen konstant og
grafen vandret, altsa parallel med
fgrste-aksen. “ a=12
Bemaerk: Haeldningskoefficienten a viser *
grafens haeldning. s —_—
a er det stykke grafen Igfter sig nar x * 1
bliver én stgrre. N
_,l
| eksemplet med taxaen er a= 12 og $
b=25- o 02 04 06 0.8 1 12 I4 16 18 2 22 24 26

Begyndelsesvaerdien er det tal pa y-aksen, hvor grafen eller dens forlaengelse skaerer y-
aksen.

Eksempel 2
Den 1. april 20120 lagrer Olsen 50 liter rgdvin i en stor beholder.

Desvaerre er der et lille hul i bunden af beholderen, og vinen siver ud med 2 liter i dggnet,
og efter 25 dggn er beholderen tom.

Dette faenomen kan beskrives med u
felgende model: f(x) = -2x+50, 3
hvor x er antal dggn efter 1. april 2020
og f(x) er antal liter vin i beholderen x
dage efter 1. april 2020. 0 < x < 25
Dette er et eksempel med et negativt

a, nemlig -2.

Det er en aftagende funktion. Grafen
ses til hgjre.

[4 2 4 6 8 10 12 14 16 15 20

— y=-2x+ 30
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a og b’s betydning for grafen
Vi skal nu se naermere pa a og b’s betydning for grafen.
Dette illustreres glimrende med IT-veerktgjet Geogebra.) Fglg disse anvisninger pa en pc:

Ga for eksempel til geogebra.org/classic, (Layout for GeoGebra kan have andret sig),
1) og du far nedenstaende billede.

2) Klik med musen i ikonet . Det er markeret med en rgd pil nedenfor.

e C 1Y | & Sikker | hipsy/Awwwgeogebraorg/giaphing

.
I

Rl&A 7L D@o s N[]e Q

l}]
m
]

3) Klik med musen et tilfaeldigt sted i tegnefladen, dvs i koordinatsystemet og du far
dette billede:

[ atematik C menu % 1 [ ©PeterSarensen: Mate: X ( [] RegneRobot med CAS & X | ¥ Grafisk regnemaskine X / € Grafisk regnemaskine X e - x
&« C 1Y | & Sikker | https//www.geogebra.org/graphing hr g
Skyder
Navn
a=1
®Numerisk Vinkel Heltal
Interva Skyder Animation
min maks: Tilvaekst
-5 5

¥ Vis skyder i algebra vinduet

m Fortryd

2214
g

~ DAN

4) Du klikker blot OK og sa ser det sadan ud:
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[ Watematik C menu X | [9 © Peter Serensen: Mater X

& C x| & Sikker | https/www

v.geogebra.org/grap

B &~ L P ©

a=1

@

© 4 N

A J
()

I RegneRobot med CAS

(2] @

€ Grafisk regnemaskine

L 5

o
&
1]

22:18

DAN

11-08-2017 L

5) Du gentager punkt 2), 3) og 4), hvorefter det ser sadan ud:

O Matematik € menu % { [M © PeterSgrensen: Mater X { [[] RegneRobot med CAS & x

&« C | & Sikker | https://www. hing :

B A0 4 N[ S5 Q=

@ a=1 v 6 2
-5

% Grafisk regnemaskine X / ¢} Grafisk regnemaskine X e - X

geogebra.org/grap

w
@
"

b=1 >
® ’

-5 - 5

@

22:20

AN sy

Du kan nu arbejde med to tal a og b, der begge har veaerdien 1; men det kan du sendre pa
ved at traekke i de to sakaldte skydere, der her over ses gverst til hgjre.
Du skal nu fa Geogebra til at tegne grafen for y=ax+b.
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6) Du udfylder "Input”-feltet i spalten til venstre med ax+b. Se efterfglgende billede

ved den rgde pil. Grafen er tegnet.

< C 1Y | & Sikker | https)//www.geogebra.org/g
LIRS B
[% lA / ,.é.’ & Y, é' \ . 4'1"

=1 A 8

h T o @
I
=

7) Nu skal du @ndre pa a-vaerdien. Du traekker frem og tilbage med musen i den

gverste skyders sorte plet. Venstre musetast skal vaere nede mens du traekker. Du
vil se hvordan grafen sendrer sig dynamisk i takt med, at a sendrer veaerdi.

8) Nu skal du @ndre pa b-vaerdien. Du traekker frem og tilbage med musen i den

nederste skyders sorte plet. Du vil se hvordan grafen flytter sig op og ned dynamisk i
takt med, at b eendrer vaerdi. Grafen vil hele tiden skaere y-aksen i b.

Her fglger et billede hvor a=-20g b=4

& C Y} | & Sikker | https;//www.geogebra.org/g

kﬂfxDC@é\.$

a=-2 A &
O !
5 . 5
5
b=4 r
@ p
5 @ 5
QO  f(x) = -2x+4

Formler foraogb

Hvis man til to x-vaerdier kender de tilsvarende y-veerdier for en funktion, kan man finde

regneforskriften. Metoden er fgrst at finde a og derefter b.
Lad y: betyde funktionsvaerdien af x; og y» funktionsvaerdien af x..
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Der gzelder fglgende formler:

Y2 — )1
N —x b=y-a-x hvor y; = f(x;) 0g v = f(x2)
2 1

Nar man har beregnet a og b kan regneforskriften umiddelbart opskrives. Lad os se et
eksempel.

Vi vil finde regneforskriften for en funktion, som er defineret pa det lukkede interval fra 3
til 7, og som er bestemt ved disse x- og y-vaerdier:

X |3 |7

19

Vi bruger formlerne og far

(o}

-1
7 _
1-2-3=1-

a

_8_
4

w

= 2
= 6

b -5

Dvs. regneforskriften bliver y = 2x - 5
Hvis vi kalder funktionen g, kan vi skrive: g(x) =2x—-5, Dm(q) =1[3; 7]

Det er god orden at anfgre definitionsmaengden, nar regneforskriften opskrives.

Lineaer model

| perioden 1900 -1965 kan Sjaellands befolkning med god tilnsermelse beskrives ved den
linezere funktion y=15565x+831858, hvor y er befolkningstallet og x er antal ar efter 1900.
Denne linezere funktion kaldes ogsa en lineaer model for Sjzllands befolkning.

At kommentere modellen

er, at oplyse, hvor ngjagtig, modellen er.

Det kan man ggre ved at beregne modellens %-vise afvigelse fra de faktiske tal.

Du kan i RegneRobot fa hjaelp til at kommentere en model ved at klikke i “Guide & CAS” og
vaelge "Kommentér modellen”.

3) L¢S Interaktivt: Opgaver i linezer funktion

4) Las E-opgaver: E-opg. 11 Linezer funktion

© PeterSoerensen.dk: Matematik C interaktivt for hf version 10 side 48 /60



http://www.petersoerensen.dk/
http://mahf.dk/matematik/l1a.htm
http://mahf.dk/matematik/l1a.htm
https://matheditor.com/ee/E-opgaver_11_Lin_funkt.htm

Lektion 11b: Tangent og vaksthastighed

En flodpram begynder at sejle. Den sejler meget langsomt i begyndelsen og efterhanden
far den mere fart pa. Nedenstaende graf viser hvor mange km prammen er sejlet efter x
timer.

km

0 —e

-1
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8  timer

Det ses at, flodprammen har sejlet 3 km efter 1 time.
Efter 1,1 time har den sejlet ca 3,62 km.

Hastigheden efter 1 time er ca. 31'63_3 km/time = 0,63 km/time
Her fik vi beregnet hastigheden ved at se p3, hvor langt der blev sejlet pa 0,1 time.
Hvis vi havde betragtet et meget mindre tidsinterval, sa ville vi have fundet at hastigheden

efter 3 timer var 0,60 som er et mere ngjagtigt resultat for hastigheden efter netop 3
timer, svarende til x = 3.

Linjen herunder rgrer grafen i punktet (3, 1) og har haeldningen 0,6. En sadan linje kaldes
en tangent, og tangentens haeldningskoefficient fortzeller hastigheden for x = 3.
Ofte benyttes ordet vaeksthastighed.

km

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 timer
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Lektion 12: Tegn grafer med pc

Sadan tegnes grafer med pc
Her vil blive gennemgaet 5 mader til tegning af grafer med pc.
Du behgver ikke at laese om dem alle.

Ved hjzelp af RegneRobot.dk

Ved hjeelp af geogebra.org/classic, som demonstreret i Lektion 11a.
Ved hjzelp af WordMat

Ved hjzelp af regneark Excel

Du behgver ikke at fordybe dig i alle 4 metoder. Du skal blot kunne tegne grafer pa den
ene eller anden made.

Fordele og ulemper ved de 3 metoder:

Fordele

Er Gratis

Let at betjene

Egnet ved abne og lukkede intervaller

Pa dansk

Kan anvendes online uden installation
Kan ogsa downloades via RegneRobot.dk

RegneRobot.dk

Er Gratis

Mange faciliteter

geogebra.org/classic P& dansk

Kan anvendes online uden installation

Kan ogsa downloades via geogebra.org/download

Mange faciliteter
Let at betjene

WordMat Pa dansk
Kan downloades gratis
Regneark Excel Praktisk, hvis man i forvejen arbejder i Excel.

Grafer med RegheRobot.dk

Vealg |Graf|i|Guide & CAS |, og dette vindue popper op forneden:
En eller Koordinatsystemets vindue X! | -10 — 10 y: 10 — 10
flere
Skriv for hver graf, hvordan y Du kan eventuelt andre x-interval
gl'afer afhaenger af x. Skriv fx: x~2-4 og klikke i de gra knapper
Y= -10 I 10 —
Demo y = 10 3 10 -
Reset y= -10 5 10 —
Y= -10 3 10 —
LUK _
Y= -10 3 10 _—
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Du kan herefter skrive en eller flere regneforskrifter, som det ses herunder, og nar du
klikker med markgren uden for et skrivefelt, vil den gnskede graf tone frem.

De sma felter er pa forhand udfyldt med standardvaerdier, som du eventuelt kan andre.
Hvis en graf ikke toner frem, kan det skyldes, at koordinatsystemets vindue er for lille.

En eller Koordinatsystemets vindue X:| 10 |—| 10 y: 10 —| 10
flere
Skriv for hver graf, hvordan y Du kan eventuelt aendre x-interval
gl‘afel‘ afhaenger af x. Skriv fx: x~2-4 og klikke i de gra knapper
y = x02-4 -10 5 10 —
Demo V= 2x+1 D -10 | 10 i
Reset Y= 10 1 10 -
y = 10 | 10 —
LUK _
N -10 |J 10 -_—

-6

-8

-10
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Der er y-vardier udenfor vinduet

Grafer med geogebra.org/classic

Dette er demonstreret i Lektion 11a. Hvis man blot skal tegne en graf behgves ingen
skydere.

Hvis din graf ikke kommer frem, kan det skyldes, at grafen ligger uden for vinduet.

Du kan flytte vinduet ved at traekke i vinduet med musen.

geogebra.org/classic er en del af et stgrre kompleks af faciliteter i Geogebra. Der kan
tegnes trekanter m.m. Du kan lzese mere om Geogebra via dette link:
http://www.harremoes.dk/BrockA/OpenSource/GeoGebra/Geogebra-
manual%20ver%200.1.pdf

Grafer med WordMat

Du skal have installeret WordMat som tilfgjelse til Word.
Link til download af WordMat: http://www.eduap.com/wordmat/ /

| menu-linjen foroven klikker du i "WordMat” og derefter i ikonet
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Der popper op en dialogboks, som du fx kan udfylde saledes:

Graftegning mm. i planen
Forskrifter I Ligninger ] Param. ] Punkter ] Vektorer ] Heeldningsfet | N

Forskrifter f{x)=... Var Xmin  Xmax Linjetype

s D [0 0] [ o] el
I o s
[ e
I S
|
E

‘2x+1

C3N | I ™1
| H—Ll Nulstll
min NulStllaltl
| & H5 | H |
‘\,-r—akset'rtel ‘ ‘Trtel Q F ﬂﬂ Ji

Definitioner Opdater

x-aksetitel Xmin

max

Annuler Indsaet graf

Derefter klikker du i ”Indszet graf”.

Grafer med regneark Excel

Vi vil tegne grafen for y=x2-3 og starter med at lave en tabel med stgttepunkter i
regnearket.

A B C
1 x [ -3 | =Bi+1 |
Du udfylder nogle celler i regneark fx sdledes: 2 Y
Nar du taster Enter kommer der til at sta -2 i celle C1.
Du markerer cellerne C1 til H1:
A B C D E F G H
1 X 3 | 22 |

2 y

Tast Ctrl+r og du far gentaget metoden fra €2 mod hgjre i det markerede omrade sadan:

A B C D E F G H
1 X 3 | -2 1 0 1 2 3 |

2 y

| celle B3 skriver du: =B142-3 og derved bliver funktionsvaerdien af -3 beregnet.
A B C D E F G H
1 X -3 2 -1 0 1 2 3

2 Y | 6 |
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Du markerer cellerne B2 til H2 og taster Ctrl+r og far:
A B C D E F G H

Nu har du faet en tabel med stgttepunkter og er klar til at tegne grafen.

Du markerer C1 til H2, og i fanebladet Indsat velger du " og L sadan:

A kel 8 P2 e D o lbic | QO @ [

Pivottabel Tabel | Billede Multimedieklip Figurer SmartArt | Sgjle Streg Cirkel Lliggende Omride Andre Hyperlink | Tekstboks

- sgile - diagrammer -

Tabeller Tilustrationer Diagrammer L Kaeder
Al - I ‘ X o o q__®
. "y

s )

A B C 2 ca Che |

—h A A

SN (|25

X [N
Punktdiagram med jeevne kurver

)  Sammenlign vaerdipar.

Bruges, nar der er mange datapunkter
pa en x-akse, og dataene repreesenterer
en funktion.

Og vupti, sa popper
grafen frem:

Vinduet med grafen kan
flyttes med musen og det
kan kopieres.
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Le kt i O n 1 3: Logaritmer

Udfgr felgende 3 punkter

1) Se video iink: Logaritme
2) Laes:

10-talslogaritmen

Ligningen 4* =35 kan veere vanskelig at |gse fordi x er eksponent; men her er
hjalp at hente hos logaritmefunktionen, som vi skal laere om nu.

10-talslogaritmen til et positivt tal er den eksponent, man skal seette pa 10 for at fa tallet.

Fx: 10-talslogaritmen til 100 er 2, fordi 10% = 100.

Ofte siger man blot logaritme i stedet for 10-talslogaritme.

Logaritmen til et tal x skrives Log(x) eller blot Log x; men ved CAS m.m. skal skrives
parenteser.
Bemaerk: x skal veere positivt.

( 1 avanceret matematik arbejdes ogsa med en s&kaldt naturlig logaritme, der i stedet for 10 bygger p3 et
saerligt tal, kaldet e, hvor e = ca.2,7. Den naturlige logaritme til e? er 2. Vi skriver Infe?) = 2)

Logaritmeregler:
log(a - b) = log(a) + log(b) og log(a*) = xlog(a)

Det er den sidste af disse to regler, der udnyttes til Igsning af visse ligninger.

Eks. 1
Lgs ligningen: 4* = 35

L@asning:
4x = 35
Log(4*) = Log(35)
x -Log(4) = Log(35)
Log(35)
X Log(4)
X = 2,56464..
X = 2,5646
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Eks. 2
Lgs ligningen: 3 -7* = 90

L@sning
3.7 =90
7 =30 &
x - Log(7) = Log(30)

Log (30)
x = Log(7)
x = 1,74786...
X = 1,7479

Las flere gvelsesopgaver. Link: Eksponentielle ligninger

| lektion 7 blev det lovet, at vi senere skulle se, hvordan man kan beregne n i
renteformlen: K=K,-(1+r)", og det er nu, vi skal se det.

Eks. 3
500 forrentedes gennem nogen ar med 3% pr ar og voksede til 903kr.
Hvor mange ar gik der.

L@gsning
Vi ved 903 = 500-1,03"

903/c00 = 1,03"
Log( 9%3/s00) = Log(1,03")

Log( °°3/s500) = n-Log(1,03)

903
Log(°%%/500) _
Log(1,03)

n =19,9..
n= 20
Der gik 20 ar

3) L@s E-opgaver: E-opgaver 13 logaritmer
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Lektion 14 Eksponentielle funktioner

Udfer felgende 4 punkter

1) Lees:

Definition:
En funktion kaldes eksponentiel, hvis den har en regneforskrift, der kan skrives saledes:

f(x) = b a* eller y=ba*, idet aogb er positive tal.

Eksempel 1:
Indiens befolkning var i 1900 ca. 138 millioner, og er siden vokset med ca. 2% om aret..

Vi siger, at befolkningstallet hvert ar fremskrives med 2%.
Den arlige fremskrivningsfaktor er 1,02

Efter 1 ar er befolkningstallet: 138 mio -1,02 = 140,8 mio
Efter 2 ar er befolkningstallet: 138 mio -1,02%2 = 143,6 mio
Efter 3 ar er befolkningstallet: 138 mio 1,023 = 146,4 mio
Efter 4 ar er befolkningstallet: 138 mio -1,02* = 149,4 mio
Efter x ar er befolkningstallet: 138 mio -1,02%

Befolkningstallet kan beskrives med funktionen f(x) = 138 - 1,02*
Hvor x er antal ar efter 1900

Eksponentiel model
Vi laegger meerke til, at befolkningstallet i Indien vokser eksponentielt (naesten). Vi siger,

at befolkningstallet kan beskrives med den eksponentielle model: f(x) = 138 -1,02%

Dette minder meget om kapitalfremskrivning, hvor formlen er: K = Kp- (1+r)n

Leeg maerke til, at n er et helt tal ved kapitalfremskrivning, nemlig antallet af
rentetilskrivninger (antal terminer).

| regneforskriften for Indiens befolkning behgver x ikke at vaere et helt tal.

| den eksponentielle model for Indiens befolkning er a = 1,02.

Hver gang, der gar ét ar, fremskrives Indiens befolkning med 2%.

Man beregner en fremskrivning pa 2% ved at gange med 1,02 nemlig den arlige
fremskrivningsfaktor.

Den 2-arige fremskrivningsfaktor er 1,02-1,02 = 1,02°.

Den 7-arige fremskrivningsfaktor for Indiens befolkning er 1,027

b i regneforskriften kaldes begyndelsesvardien, fordi f(0) =b-a°=b-1=b

a i regneforskriften kaldes fremskrivningsfaktoren svarende til en tilvaekst i x pa 1.
Ofte siges blot fremskrivningsfaktoren.

Hvis @ er mellem 0 og 1, er f aftagende.
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a og b’s betydning for grafen

Dette illustreres glimrende med IT-veerktgjet Geogebra. Du fglger punkterne 1) til 7) i
lektion 11, dog skal du i input-feltet skrive b*a”x. Du taster /A ved fgrst at taste A til hgjre
for A pa tastaturet og derefter taster du mellemrum.

At kommentere modellen

er, at oplyse, hvor ngjagtig, den er.

Det kan man ggre ved at beregne modellens %-vise afvigelse fra de faktiske tal. Dette kan
gores automatisk i RegneRobot.dk. Klik i “Guide & CAS” og veelg: “Kommentér modellen”.

Eksempel 2:
50g radioaktivt stof, der henfalder med 5% om dagen kan beskrives med en eksponentiel
funktion. Der er en daglig tilvaekst pa -5% uanset hvilken dag, der betragtes.

Det er en eksponentielt aftagende funktion og regneforskriften er. y = 50-0,95% , hvor x
er antal dage siden begyndelsen, da der var 50g.

Formlerne foraogb

Hvis man kender 2 funktionsvaerdier, kan man beregne a ved formlen:

Y1

a =

Herefter kan b findes ved hjzlp af formlen:

b=y;-a* eller b= yl/a’“
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Eksempel 3:

X -2 17

y 11 0,9

a =17 2),/ 19,/ = 0,8766.. = 0,877

b=11-0,8766.."% = 11-0,8766.. 2 = 11.0,8766...> = 8,4519...

Regneforskriften bliver saledes: y=8,452 - 0,877%

o X2—X1
Bevis for: a = /i—z
1

Vi er i den situation, at vi kender 2 funktionsvaerdier y;: og V2,
svarende til x-vaerdierne x; og x..

Det stiller vi op i et sildeben:

X X1 X2

y Y1 Y2

Ud fra regneforskriften fas:
yi=b-a* og

y2=b - a*
Den nederste af de 2 ligninger divideres med y1
yz b o aXZ
Y1 Y1
Y1 inzvneren til hgjre erstattes med b + @** , der har samme veerdi
Y2 b - a*
Y1 b - a*
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Ved hjzelp af potensregler for division fas:

Vi tager nu en passende rod pa begge sider. Tallet x2-x; bestemmer hvilken rod vi tager, og
vi far:
X27X1 (Y2

— = A hvilket skulle bevises.

Y1

Bevisfor b=y;-a* eler b="Y/a"

Vi bemaerker, division med @** er det samme som multiplikation med a@™*
De 2 formler er sdledes faktisk ens og blot skrevet pa lidt forskellig made.

Ud fra regneforskriften fas:
yi=b-a & Yi/a* = b hilket skulle bevises.

Eksempel 4:
Vi betragter 2 funktionsvaerdier y1 og Y2, svarende til x-vaerdierne x1 og X.
X 5 8
y 4 6

a = 85/% = 3/15 =153 =1,1447..= 1,145

b = 4/1,1447...5 = 2,0350...

2,035

og regneforskriften bliver  f(x) = 2,035-1,145

Herefter kan vi fx beregne f(10) = 2,035 -1,145° = 7,89

Fordoblings- og halveringskonstant

Ved eksponentielt voksende funktioner tales ogsa om en fordoblingskonstant
(fordoblingstid) T». Det er den forggelse i X, der giver anledning til en fordobling af
funktionsvaerdien y.

Tilsvarende tales om en halveringskonstant (halveringstid) Tx ved eksponentielt aftagende

funktioner.
Fordoblings og halveringskonstanterne kan ofte afleeses direkte af grafen ved at finde den

X-tilvaekst, der giver anledning til en fordobling/halvering.
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Der gzelder fglgende formler:

Log(2) Log(0,5)
T2 = T 08 Tx = o

| eksempel 3 beregnede vi a til 0,8766...
Log(0,5)

Log(a)
pagxldende eksponentielle funktion.

Tx= Log(0,5)/Log(0,8766...) = 5,2610... = 5,261

kan vi nu beregne halveringskonstanten for den

Ved hjzlp af formlen Ty =

Hvis du kender fremskrivningsfaktoren @, kan du beregne T, eller Ty
Hvis du ikke kender @, men kender 2 stgttepunkter, kan du beregne a og sa T; eller Ty,

Hvis du kun har en graf, sa finder du T, eller Ty ved fgrst at finde 2 punkter, der svarer
til en fordobling eller halvering i funktionsvaerdi, og sa traekke x-vaerdierne fra hinanden.

Log(2)
Log(a)
Lad x betegne fordoblingskonstanten for en eksponentiel funktion
Der ma sa geelde:

Bevis for formlen T,= forlgber saledes.

2b = ba*
2 = d*
Log2 = Log a"
Log 2 = x-Log a
Log(2)
Log(a) ~ ¥
Log(2)
Dvs. fordoblingskonstanten er:
Log(a)

Formlen for halveringskonstanten bevises pa tilsvarende made.

2) Se video: Eksponentiel funktion

3) L@S interaktive opgaver: eksponentiel funktion

4) Las E-opgaver: E-opg 14b_lin_og exp.htm

Fortseettelse i del 2
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